Diktat Kuliah: Minimisasi FA

MobDuL 7: MINIMISASI FA

Dalam pembahasan sebelumnya untuk setiap mesin FA (baik NFA, NFA-L,
maupun FA) pasti ada suatu bahasaregular yang dapat iaterimadan sebaliknya
untuk setigp bahasa regular pasti ada mesin FA yang dapat menerimanya. Hal ini
terbukti dengan metoda/a goritma untuk menkonvers ekspres regular menjadi
NFA-L dandari NFA -L bisadikonvers menjadi NFA, dan kemudian menjadi
FA. Demikian puladari suatu FA ekspres regular dari bahasa ybs dapat
dtemukan.

FA sesuai dengan namanya merupakan mesin dengan jumlah status terbatas. Yang
menjadi pertanyaan, sebergpa terbatasnyaia? Kalau terbatas tentu adajumlah
minimal status yang diperlukan untuk membuat suatu FA M yang menerima
bahasal.

Dalam pembahasan modul ini kita akan mdlihat bagaimana caranya menemukan
FA M, dengan jumlah status minimal dari FA M yang diberikan. Tetapi untuk
membangun pemahaman konseptual maka sebelumnya akan dibahas pula
landasan tearitis yang diperlukan. Pertama adalah mengenai keberbedaan string,
kemudian mengenai kelas ekivaens gring, dan kemudian agoritma penemuan
FA dengan jumlah status minimal tersebut.

Keberbedaan String

Definisi. Untuk bahasaL i S”, duastringx danyT S dikatakan terbedakan
(distinguishable) terhadap bahasal jikaterdapat string z1 S sehinggatepatnya
sdahsatustring xz atauyz beradaddamL. String z dikatakan sebagai pembedax
dari y terhadap L.

Dengan definig ini bisa dikatakan pula x dan y takterbedakan (indistinguishable)

terhadap L bilagtring z tersebut tidak pernah ada; jadi ddlam hal ini baik xz dan yz
adaddaml (atau tidak adadalamL).
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Contoh: Terhadap L ={x T {0, 1} " | x berakhiran 10} string 01011 dan 100
addah terbedakan karenadenganz = 0, maka 0101121 L dan100z1 L.
Sementara string O dan 100 tak terbedakanterhadap L setiap zmenyebabkan 0z
dan 100z berada ddam L (misalnya z=10) atau tidek beradadalam L (misalnyaz =
12).

Bagaimana masd ah keberbedaan gtring ini dikaitkan dengan mesin FA M yang
menerima bahasa L ybs? Dadam hal ini gpabila x dan y menyebabkan mesinM
berhenti di suatu status yang sama maka kedua string tersebut tak terbedakan
karenastring z apapun daam xz dan yzjuga akan membawa string ke status yang
sama. Hal ini dinyatakan dalam lemmasebaga berikut.

Lemma K etakterbedakan. MisalnyaLi S"danM=(Q,S, g d, A addah FA
yangmenerima L. Jika x dan y dua bush string ddlam S” yang manad (e, X) =

d'(go, y), makax dan y dikatakan takterbedakan (indistinguishable) terhadap
bahasa L.

Jadi, jikaada dua string yang terbedakan terhadap bahasa L maka sekurangnya
ada dua status yang berbeda dalam mesin FA yang menerimal.. Bagaimanajika
ternyataditemukan n string yang satu sama lainnya terbedakan terhadapL ?
Sekurangnya ada n status yang berbeda dalam mesin FA tersebut. Hal ini
dinyatakan dalam teorema berikut.

Teorema Jumlah Minimal Status. MisanyaL 1 S” dan terdapat nbuah string

yang terbedakan (n bilangan bulat positif) berkenaan dengan L. Maka, tidak akan
ada FA untuk mengendi L yang memiliki jumlah status kurang dari n.
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Bukti teoremaini bisa dijelaskan dengan “Pigeonhole Principle’. Jkakurang dari

n maka ada beberapa string yang menyebabkan mesin berhenti di status yang
samadan ini kontradiks dengan lemma sebelumnya. Teoremaini mengisyaratkan
adanya batas bawah dari kebutuhan memory/storage dalam setiap FA daam
pengendannyaterhadap bahasayang bersangkutan.

Contoh: Untukn? 1, L,={xT {0,1}"| |x|® ndansimbol ke:n dari kanan
addah 1} . Ekspresi regular bahasaini addah (0+1)" 1(0+1)".

Secaralangsung FA dapet dibentuk sebagai berikut: untuk setigp kemungkinan
substring dengan panjang n atau kurang buat masing-masing
satu status berbeda. Untuk itu terdapat 21 — 1 buah status.
Dengan status status tersebut FA akan dapat
“menginga” nsmbol terakhir dari string
masukan. Misalnyauntuk n =2, diperlukan 7
status, dan untuk n = 3, diperlukan 15 status
(terlihat pada gambar di samping ini. Fungs

transisinya berpola sederhana sgjayaitu
dabc, d) = bdc.
0
Sudah minimalkah FA tersebut?
Sgauhini pembahasan
baru padaimplikes dari
jumlah string yang sdling _’ 0

terbedakan padajumlah

status minimal. Dalam

contoh ini mungkin sgja terdapat
sgiumlah status yang bisa digabungkan
karena ketakterbedakan. Misanyax=000
dan y=00 akan membawa mesin ke dua
status yang berbedatetapi untuk setiap
dring zt L menyebabhan mesin berhenti pada
status yang sama karenaxz atau pun yz.
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Berikut ini contoh yang mana jumlah status tidak dapat diperkirakan (tak
terbatas).

Contoh: S addah dfabet dan bahasa Pdindrom (disingkat Pal) pada S addah

tedefinisi sebagai berikut:

1. LT Pd

2. untuk semuasimbol al S, makastring satusimbol al Pal

3. untuk semuastringx T Pal, dan untuk semuasimbol al S, makastring axa
| Pa

4. Tidak adastring x1 Pal, yang tidak diperoleh dari aturan 1,2, dan 3 di aas.

Berapajumlah status yang diperlukan untuk mengenali bahwastring x1 Pal?
Apabilakita scan dari kiri ke kanan sesual dengan cara bekerjanya suatu FA maka
akan begitutak terhingganya jumlah smbol yang perlu kita“ingat”. Berbeda
dengan contoh sebelumnya yang dapat dengan sederhana menggunakan sgumlah
terbatas status. Daam konteks keterbedaan makajumlah string yang
takterbedakan addah takhingga. Nanti akan kita ketahui bahwa Pd bukanlah

suatu bahasa regular (disebut nonregular) yang juga berarti iatidak dapat dikendi
oleh suatu FA.

Jadi sifat bahwa jumlah status dalam suatu FA akan bergantung berapa banyak
pasangan string yang dapet terbedakan terhadapL., merupakan sifat khas dari
bahasaregular, yang berati jugatidak dimiliki oleh bahasa-bahasanon regular.
Untuk suatu bahasa non-regular L jumlah pasangan string yang terbedakan
terhadap L addah tak berhingga

Relasi Ekivalens Tak Terbedakan

Definisi: L adalah suatu bahasadaam S”. Relas “Takterbedakan” |, pada S’
terdefinis sebagal berikut. Duastring xdan y dinyatakan dalamrdas x 1, y jika
dan hanyajikax dan ytak terbedakan terhadap bahasa L. Dengan katalain, akan
terdapat stringz1 S berlaku xz dan yz keduanya dalam L, atau keduanya tidak
beradaddam L.
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Partis Kelas Ekivdens

Relas ini merupakan relas ekivaens karenardad ini refleksf, smetris, dan
trangtif. Sementara himpunan ssgumlah string yang saling memiliki relasi
ekivaens umumnya disebut sebagal satu kelas ekivaens. Jadi reles ekivalens
keterbedaen | ini mempartisi S™ ke sgumlah kelas ekivalens. Apakah jumlah
kelasini terbatas?

Jkaternyata adan kelas ekivdens maka padti jugaterdapat n string yang
terbedakan yang diambil dari masing-masing kelas. Apakah nini memang
terbatas?

Jumlah kelas ekivdens ddam bahasaregular addah berhingga (T eorema
Myhill-Nerode). Untuk membuktikan teoremaini maka kita mencoba melakukan
partis lain sdain partis kelas ekivalens tersebuit.

Partis Menurut Status Berhenti
Untuk suatu bahasa regular L dan suatu FAM =(@Q, S, ¢, A 9 yang dapat
mengendi L, dengang 1 Q, kitadefiniskan

Le={xT S"|d(q, ¥ =0}

Jadii L, adalah himpunan dari string-string yang membuat M berhenti di status .
Oleh sebab itu, partis yang terjadi disebut partis menurut status berhenti. Jika
dalam FA terdapat n status maka akan terbentuk nbush L. Karenajumlah status
daam FA berhingga makajumlah partis ini pun berhingga

Sesuai dengan Lemma K etektebedakan, jikaduastring x dany T L, mekax dany
takterbedakan yang juga berarti x I, y. Tetapi implikasi ini belum tentu berlaku
sebaliknya seperti yang telah dilihat pada pembahasan contoh bahasa
(0+1)"1(0+1)" Dengan demikian dapat dikatakan partisi L ini lebih “haus’ dari
partis kelas ekivalens karena setigpl, merupakan subset dari suatu kelas
ekivalend.

Bilakah kedua partis ini tepat sama? Ketika FA sudah merupakan yang paling

sederhanal Notas berikut ini untuk menjelaskan mendapatkan FA yang paing
sederhana berdasarkan relas ekivdens.
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Notas [Z]
Definisi: Untuk suatu string z, maka [z] menyatakan kelas ekivdend yang
beriskan z.

Dengan notas ini untuk dua string berlainan xdany, jikadituliskan[{ = [y]

(baca: kdlas ekivalens yang beris x sama dengan kelas ekivdend yang beris y),
mekaartinyajugax |, y. Demikian pulajikax1 L,danxal L, (yang artinyad(p,
a) = q), makad[X], a) = [xa].

Lemma Invarians Kanan: setigpx, y1 S” dan setiapal S, bilax|, y, makaxa
1, ya. Jedi jika[x] = [y} maka[xd = [yal.

Mengingat d[¥, & = [xa] dan d[Y], 8 = [yel, makakdau[X] = [y] jeladah
bahwa [xa =[yd] .

TeoremaMinimisasi FA dengan KelasEkivalensi: LT S", danQ, himpunan
kdlas-kelas ekivalens dari relas 1, pada S”. Bila Q, adalah himpunan berhingga,
makaM, =(Q,, S, g A, d) merupakan suatu FA yang menerima L, dimana
) 0= [L]Al
A ={ql QJqCL* A},
dand: Q. S® Q, terdefinis sebagal d([X], &) = [xa]
sdainitu M, memiliki jumlah status yang pal ing sedikit dari antara FA yang
mengendli L.

Teoremaini menghasilkan suatu FA dengan jumlah status minimal. Namun
persyaratannya, kita perlu mengidentifikes kelas-kelas ekivaens dari L.

Contoh: L ={x1 {0, 1}" | x memiliki akhiran 10}.
String L, 1, dan 10 adaah saling terbedakan terhadap L. Untuk setiap stringy
yanglain, makay memiliki relas ekivalen ketakterbedakan dengan salah satu dari
ketigastring itu. Jadi untuk L hanya ada ketiga kelas ekivalens ini yaitu [L ], [1],
dan [10].. Kemudian dari

dL.O=[L] dlL].H=[1]

d[1,0=[10]  d[1],)=[1]
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d[10],0)=[L]  d[10], 1) =[1]

Maka diperoleh Fa sebagai berikut.

Pencarian kelas ekivaens ini dalam bebergpa kasus tidaklah sederhana. Secara
umum kita perlu suatu metodayang agoritmis. Algoritmaini berangkat dari
partis menurut status berhenti kemudian melakukan penggabungart
penggabungan atas sjumlah kesamaan sifat yang ditemukan.

Lemma: untuk p, g1 Q, diketahui bahwal , dan L berada dalam kelasekivaens

yang berbedajika dan hanyajikaterdapat stringz1 S* sshinggatepat hanya satu
dari d'(p, 2) atau d (g, Z) beradadi A.

Bukti (dari kiri ke kanan): diketahui L, dan L, berada dalam kelasekivalens yang
berbeda Misdkan x1 L, danyT L,yang berarti xdan yberadadlah kelas
ekivalens yang berbeda. Maka terdapat z yang dapat memberbedakan x dany
terhadap L. Dengan demikian kita dgpatkan:

d(p2)=d(d(d ¥.2) = d(x. 2

d(@2=d(d(d ¥).2) = d(a, y2)

yang karena z memberbedakan x dany terhadap L maka salah satunya (d(cp, xa)
atau d(op, y2)) akan beradadi A

Bukti (dari kanan ke kiri): diketahui salzh satu d (p, 2) dand (g, 2) beradadi A

makamakaterdapatx T L,danyl L sshinggastring z memberbedakan xdan'y
terhadap L. Jadi L, dan L, adalah subset-subset dari kelas ekivalend yang berbeda
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Jedi ide agoritmaini adalah menemukan setigp pasangan status (p, ¢) yang mana
L, dan L, berada di duakelas ekivaens yang berbeda Dari semua kemungkinen
pasangan maka pasangan yang tersisa (p, ¢) merupakan pasangan dengan L, den
L, beradadi delam kelas ekivdens yang sama

Pertamatamayang paling mudah untuk mengetahui pasangan (p, ¢) dimanal.,,
den L, adadi duakelas ekivalens yang berbeda adalah jikatepat hanya satu dari p
atau q (jadi string z= L ) merupakan status menerima.

Untuk status-status lain, misalnya pasangan (r, s) dapat diketahui apakah L, dan Lg
berada dalam dua kelas ekivalens yang berbedajikaterdepatal S sehinggad(r,

a) = pdands, a) = q serta L, dan L, beradadaam duakelas ekivaend yang
berbeda

Jadi, dgoritmamemulai dari yang paling mudah tersebut kemudian ddam iterasi
menemukan pasangan-pasangan berikutnya berdasar penemuan pasangan
sebdumnya hinggatidak adalagi pasangan baru yang ditemukan. Setelahiterad,
pasangan yang tidak ditemukan

Algoritma:

List semuakemungkinan pasangan status (p, 0) (pasangan tak berurutan)

Lakukan ddam sgjumlah pass.

»  Padapass pertamatandai pasangan yang tepat hanya satu statusnyal A

>  Padasetiap passberikutnya tandai pasangan (1, s) bilaterdapatal S
menyebabkan dr, a) = p dand(s &) = q sementara (p, ¢) sudah bertanda.

» Passsesa jikasudah tidak adalagi pasangan yang ditandai.

Pasangan (p, 0) yang telah bertanda adalah status-status sehinggal, den L

addah subset -subset dari kelas ekivalens yang berlainan.

Jedi (p, ) tak bertanda L, dan L, dapat digabung menjadi satu kelas ekivalend.
Dengan demikian pula jika semua pasangan bertanda maka FA sudah minimal.

Contoh Untuk FA yang sama seperti yang dibahas dengan cara sebelumnya.
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Pada pass pertama:
karena status 6 addah status terimamaka

pasangan (1, 6), (2, 6), (3, 6), (4, 6), (5,
6), dan (6, 7) ditandai.

Pada pass kedua:

(1, 3) ditanda karenad1, 0) = 2 dan d(3,
0) = 6 serta (2, 6) sudah ditandai

(1, 5) ditanda karenad1, 0) = 2 dan d(5,
0) = 6 serta (2, 6) sudah ditandai

(1, 7) ditandai karenad1, 0) =2 dan (7,
0) = 6 sarta (2, 6) sudah ditandai

(2, 3) ditanda karenad2, 0) = 4 dan d(3,
0) = 6 serta (4, 6) sudah ditandai

(2, 5) ditandai karena d2, 0) = 4 dan d(5,
0) = 6 serta (4, 6) sudah ditandai

(2, 7) ditandai karenad2, 0) =4 dan d(7,
0) = 6 serta (4, 6) sudah ditandai

(3, 4) ditanda karenad(4, 0) = 4 dand(3, 0) = 6 sarta (4, 6) sudah ditandai

(4, 5) ditanda karenad(4, 0) =4 dan d(5, 0) = 6 sarta (4, 6) sudah ditandai

(4, 7) ditanda karenad(4, 0) = 4 dand(7, 0) = 6 sarta (4, 6) sudah ditandai

(3, 4) ditanda karenad(4, 0) = 4 dand(3, 0) = 6 sarta (4, 6) sudah ditandai

Pada pass ketiga tidak adalagi pasangan yang dapa ditandai, dan selesai.
Pasangan (1, 2), (1, 4), (2, 4), (3,5), (3, 7), (5, 7) tidak ditandal sehingga didapat
tignkdasekivaend p, =L, E L,E L, p,=L,E LgE L, danp;=L,
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